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Â ñòàòüå îïèñàíà êîìïëåêñíàÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çóáî÷åëþñòíîé ñèñòåìû, âêëþ÷àþ-
ùàÿ çóáû ñ ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé, êîñòíóþ òêàíü ÷åëþñòè, ðàçäåëåííóþ íà çîíû âíóò-
ðåííåé è íàðóæíîé êîðòèêàëüíûõ ïëàñòèíîê è òðàáåêóëÿðíóþ êîñòíóþ òêàíü. Äåñíà âêëþ÷åíà â ìîäåëü
ïåðèîäîíòà â âèäå ýëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ ïëîòíî ñâÿçàííîãî ñ êîñòíîé òêàíüþ. Ìîäåëü ïåðèîäîíòàëüíîé
ñâÿçêè ðàññìîòðåíà â âèäå ïðîñëîéêè ìåæäó öåìåíòîì êîðíÿ çóáà è ñòåíêîé àëüâåîëû íåðàâíîìåðíîé
òîëùèíû è äëèíû ñ óïðóãèìè è âÿçêîóïðóãèìè ñâîéñòâàìè. Ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ
ðàçðàáàòûâàåìîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ïî èíäèâèäóàëüíîìó áèîìåõàíè÷åñêîìó àíàëèçó çóáî÷åëþñò-
íîé ñèñòåìû.
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BIOMECHNICAL MODEL OF DENTOALVEOLAR SYSTEM

A complex three-dimensional physical and mathematical model of the dentoalveolar system, which includes
the teeth with an arbitrary geometrical shape, jawbone divided into zones with different mechanical properties:
alveolar bone proper, cortical and trabecular bone has been described in the article. Gingiva is also included
in the complex model of periodontium in the form of an elastic shell tightly attached to the bone. The model of
the periodontal ligament is considered as an interlayer between root’s cement and alveola of uneven thickness
and length with elastic and viscoelastic properties. The resulting model will be the basis for the development
of software for individual biomechanical analysis of dental system.

Key words: mathematical model, periodontium, jawbone, stress-strained condition, periodontal liga-
ment, viscoelastic properties.

Принципиально новые возможности для прорыва в ме�
 дицине, за счет возможности прогнозирования и

оценки рисков будущего врачебного вмешательства, откры�
вают достижения прикладной математики и информатики.
Благодаря широкому внедрению методов математического
моделирования при решении многих сложных задач и про�
блем отпала или значительно снизилась роль эксперимен�
тальной медицины [4].

Активное применение методов математического модели�
рования в различных отраслях науки в последнее десятиле�
тие объясняется колоссальным развитием вычислительной
техники и информационных технологий, что позволило полу�
чить реальные результаты расчетов сложных математичес�
ких моделей биологических объектов. До эры персональных
компьютеров метод зачастую ограничивался построением мо�
дели, которая представляет собой набор математических фор�
мул и не дает никакой конкретной информации. Сейчас же
появилась возможность использовать метод с учетом его
классической сущности, которая заключается в триаде «ма�
тематическая модель – алгоритм�компьютерная программа».

Главная проблема при моделировании любой биомеха�
нической системы � это корректная и адекватная постановка
задачи, отражающая суть проблемы, учитывающая все ос�
новные особенности и ограничения. На современном этапе
развития науки попытки создать всеобъемлющую модель для
любого биологического объекта бесперспективны и нереаль�
ны, нужно уметь выделить суть, зерно. В этом состоит цель
сотрудничества механика�математика и стоматолога [5]. При�

чем это сотрудничество не ограничивается только этапом ра�
боты над математической моделью, но продолжается при
оценке полученных результатов, которые необходимо пра�
вильно понять и сделать соответствующие прогнозы. При по�
строении математической модели любой биологической сис�
темы довольно сложно определить какие из анатомических
образований, входящих в систему, необходимы для получе�
ния наиболее точного результата, а какие же компоненты
могут не учитываться без искажения модели и сохранения ее
адекватности. Например в стоматологии, если необходимо
определить напряжения, возникающие в опорных тканях при
протезировании мостовидными протезами, то модель впол�
не может быть ограничена наличием периодонтальной связ�
ки и челюстной кости. В случае применения любых типов съем�
ных протезов невозможно получить адекватный реальности
результат без включения в модель слизистой оболочки поло�
сти рта. После выбора компонентов математической модели
необходимо определить общие подходы к рассмотрению каж�
дого компонента и определить уровень сложности модели и
ее приближенность к реальности с точки зрения анатомичес�
кого строения и выполняемых функций. Так, при включении
в модель костной ткани челюсти она может рассматриваться
как сплошной однородный массив с линейными изотропны�
ми свойствами, т.е. вне зависимости от прикладываемой на�
грузки кость одинаково деформируется во всех направлени�
ях прямо пропорционально прикладываемой силе [10]. Од�
нако возможен вариант рассмотрения в подобной ситуации
нелинейной модели костной ткани с учетом наличия корти�

of Radiology. 2002. Vol. 75. P. 422�427.
15. The postoperative control CT after a fracture of the acetabulum. A

useful quality control measure or an unnecessary exposure to radiation?
/ R. Eberl [et al.] // Unfallchirurg. 2003. Vol. 106, № 9. P. 741 – 745.

16. Value of 3D fluoroscopic imaging of acetabular fractures comparison
to 2D fluoroscopy and CT imaging / D. Kendoff [et al.] // Arch. Orthop.
Trauma Surg. 2008. Vol. 128, № 6. P. 599 – 605.

Поступила 12.08.2011 г.



Îðèãèíàëüíûå íàó÷íûå ïóáëèêàöèè

105

кальной и губчатой костных составляющих челюсти с различ�
ными участками минеральной плотности [6, 7, 8, 12]. Выбор
модели и будущего результата в каждой конкретной ситуа�
ции должен основываться на стоящих перед исследователя�
ми задачах и, что очень не мало важно, на возможностях их
решения [9]. Анализ трехмерных объектов со сложной гео�
метрической формой требует значительных компьютерных
ресурсов, которыми может располагать крупный научно�ис�
следовательский центр, но они не всегда есть в наличии у
практикующего врача на рабочем месте. Поэтому в некото�
рых ситуациях даже двухмерные упрощенные модели, кото�
рые учитывают геометрические размеры, свойства материа�
лов и другие факторы, характеризующие биологическую сис�
тему, способны дать волне адекватные результаты. Однако
такие модели дают достаточное представление о биомехани�
ке периодонтального комплекса только вблизи зуба. Если
же необходимо оценивать напряжения на расстоянии от зуба,
например в трабекулярной костной ткани, то следует исполь�
зовать сложные трехмерные численные модели. Важным так�
же является наличие в модели соседних зубов. Данным мо�
ментом нельзя пренебрегать, так как упрощенные модели,
описывающие одиночные зубы (имплантаты), не включенные
в участок челюсти, могут иметь лишь сравнительную ценность
[5].

Для построения математической модели зубочелюстной
системы механику�математику необходимы входные пара�
метры, которые можно условно разделить на три группы [11].
Первая характеризует геометрические свойства объектов:
размеры зубов, их пространственное взаиморасположение,
размеры и положение периодонтальной связки, компактной
и губчатой костной ткани и т.д. Вторая группа параметров
описывает механические свойства тканей, и в случае рас�
смотрения упругих моделей к ним относятся модуль упругос�
ти (модуль Юнга) и коэффициент Пуассона [13, 14]. Эти вели�
чины являются математической интерпретацией особеннос�
тей гистологического строения органов человека. Наконец, к
третьей группе относятся внешние нагрузки, действующие на
зубочелюстную систему. Каждая группа параметров может
рассматриваться в упрощенном виде либо с учетом всех осо�
бенностей анатомического строения и физиологии.

Цель работы.Цель работы.Цель работы.Цель работы.Цель работы. При разработке программного комплекса,
позволяющего проводить индивидуальный биомеханический
анализ зубочелюстной системы для выбора конструкции зуб�
ных протезов, необходимо было на первом этапе разрабо�
тать адекватную реальности физико�математическую модель
зубочелюстной системы с последующей численной реализа�
цией.

Материал и методыМатериал и методыМатериал и методыМатериал и методыМатериал и методы
Математическая формулировка физико�математической

модели вязкоупругих деформаций периодонта и упругих де�
формаций зуба и челюсти под действием заданной нагрузки
на основе линейной изотропной теории упругости [1, 2] сле�
дующая: в областях, задающих периодонтальную связку и
челюсть, находятся решения следующих уравнений статичес�
кой теории упругости

(1)

(2)

(3)

где
 — индекс, идентифицирующий область связки (1) или

челюсти (2). Для перемещения зуба нужно найти шесть парамет�
ров

(4)
которые через выражения

(5)

(6)

задают граничные условия на границе «периодонтальная связ�
ка – зуб»

Нагрузка приложенная на зуб характеризуется вектором
силы

и точкой приложения этой силы на поверхности зуба

На границе поверхности ( ) также должны выполняться
еще два условия:

(7)

(8)

На границе челюстной кости выполняются следующие усло�
вия:

(9)

          (10)

На границе сцепления периодонта и челюстной кости долж�
ны выполняться условия сопряжения

          (11)
Таким образом математическая модель представляет со�

бой смешанную задачу теории упругости с дополнительными
условиями контроля (7), (8).

Вычислительный алгоритм решения задачи (1)�(11) содер�
жит глобальный цикл. На каждом шаге цикла численно реша�
ем задачу (1)�(6), (9)�(11). Затем проверяем выполнение ус�
ловий (7), (8). Если они не выполнены, то меняем значения
параметров (4) и повторяем описанный шаг. Для решения
задачи на каждом шаге получаем чистую смешанную задачу
теории упругости (1)�(6), (9)�(11).

Для задания граничных поверхностей нами используется
некоторая их триангуляция. В этом случае расчетные области
представляют собой многогранники и для численного реше�
ния смешанной задачи теории упругости удобно использо�
вать неструктурированные сетки.

Имеется специальная триангуляция — триангуляция Де�
лоне [3], которая обладает рядом оптимальных свойств. Одно
из них заключается в стремлении полученных треугольников
к равноугольным. Более точно отмеченное свойство форму�
лируется следующим образом: при триангуляции Делоне мак�
симизируется минимальное значение внутренних углов треу�
гольников. Формальное определение триангуляции Делоне
связывается со свойством, что для каждого треугольника все
другие узлы лежат вне описанной окружности. Для нашего
дальнейшего изложения очень важна связь триангуляции
Делоне с диаграммой (разбиением) Вороного.

Многоугольником Вороного для отдельного узла будет мно�
жество точек, которые лежат ближе к этому узлу, чем ко всем
другим. Для двух точек множества определяются полуплос�
костью, которая ограничена перпендикуляром к середине от�
резка соединяющего эти две точки. Поэтому многоугольни�
ком Вороного будет пересечение таких полуплоскостей для
всех пар узлов, образованных данным узлом и всеми други�
ми узлами. Подчеркнем, что этот многоугольник всегда вы�
пуклый. Схематично диаграмма Вороного для некоторого
набора узлов с выделением отдельного многоугольника Во�
роного отображена на рис.1.
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РезульРезульРезульРезульРезультаты и обсуждениетаты и обсуждениетаты и обсуждениетаты и обсуждениетаты и обсуждение
Каждая вершина многоугольника Вороного является точ�

кой встречи трех многоугольников Вороного. С каждой из
этих вершин связывается треугольник, построенный по соот�
ветствующим узлам контактирующих многоугольников Воро�
ного. Это есть именно триангуляция Делоне. Тем самым меж�
ду диаграммой Вороного и триангуляцией устанавливается
взаимное соответствие.

При триангуляции Делоне мы получаем оптимальное раз�
биение расчетной области по заданному множеству узлов.
Оптимальное с точки зрения максимилизации минимальных
углов треугольников. Триангуляции Делоне соответствует ди�
аграмма Вороного, которая для каждого узла однозначно
определяет множество точек области. Это выделение мно�
жества точек делается по совершенно прозрачному геомет�
рическому критерию максимальной близости к узлу. Тем са�
мым триангуляция Делоне и диаграмма Вороного полностью
определяют (и определяют оптимально и однозначно) рас�
четную треугольную сетку и контрольный объем.

Триангуляция Делоне активно используется в вычисли�
тельной практике при построении схем конечных элементов.
Имеется также много хорошо проработанных вычислитель�
ных методов генерации таких треугольных сеток, доступно и
соответствующее программное обеспечение.

Наиболее простой (с методологической точки зрения) под�
ход к построению дискретных аналогов на треугольных сет�
ках состоит в использовании метода конечных элементов.
Наиболее широко в вычислительной практике используются
кусочно�линейные конечные элементы, которые соответству�
ют аппроксимации приближенного решения на каждом треу�
гольнике линейной функцией. Другое дело, что не всегда
можно ограничиться стандартными вариантами конечно�эле�
ментной аппроксимации. Это относиться, в частности, и к воп�
росам построения сеточных аналогов операторов векторного
анализа. В этой связи отметим варианты конечно�элемент�
ной аппроксимации для приближенного решения векторных
задач – векторный метод конечных элементов. В этом слу�
чае векторные функции аппроксимируются напрямую, без
перехода к декартовым компонентам.

Метод баланса (интегро�интерполяционный метод) явля�
ется общим подходом к построению дискретных задач. На

его основе строятся схемы для базовых задач математичес�
кой физики, механики сплошных сред. Метод баланса (интег�
ро�интерполяционный метод) был предложен А.А. Самарским
и с середины 50�х годов активно используется в вычисли�
тельной практике при численном решении различных при�
кладных проблем. В настоящее время в англоязычной лите�
ратуре утвердился термин�метод конечного объема. Конст�
руктивизм интегро�интерполяционного метода особенно силь�
но проявляется при построении разностных схем на нерегу�
лярных сетках, в задачах с разрывными коэффициентами.

При аппроксимации дифференциальных операторов век�
торного анализа на регулярных сетках можно использовать
прямые аппроксимации дифференциальных производных раз�
ностными при использовании декартовых компонент вектор�
ных величин. На общих расчетных сетках удобно использовать
не дифференциальное представление операторов векторного
анализа, а интегральное. При использовании триангуляции
Делоне и разбиения Вороного и выбранных аппроксимациях
скалярных и векторных функций проблемы аппроксимации
операторов векторного анализа решаются достаточно просто,
базируясь фактически на использовании интегральных опре�
делений и простейших формул интегрирования.

В смешанной задаче (1)�(11) теории упругости использу�
ются операторы дивергенции и градиента. Построив аппрок�
симации этих операторов на треугольной сетке и заменяя
формально ими операторы дивергенции и градиента в диф�
ференциальной задаче, мы, тем самым, построили разно�
стную аппроксимацию исходной дифференциальной задачи
(1)�(11). Для приближенного решения построенной разностной
схемы используем хорошо известные итерационные методы
решения систем линейных уравнений, так как сама разно�
стная схема, аппроксимирующая смешанную задачу леней�
ной теории упругости, преставляет собой систему линейных
алгебраических переменных (СЛАУ).

Таким образом, построенная и численно реализованная
трехмерная физико�математическая модель зубочелюстной
системы пациента позволяет рассчитывать напряженно�де�
формированное состояние периодонтального комплекса при
выборе конструкций зубных протезов. Интеграция модели с
системой обработки и распознавания изображений позво�
ляет проводить индивидуальный математический анализ зу�
бочелюстной системы. Спрогнозированные биомеханические
процессы в зубочелюстной системе при различных типах ор�
топедических конструкций позволят избежать тех вариантов,
которые будут вызывать зоны перегрузки в периодонталь�
ном комплексе. Так как хроническая перегрузка приводит к
расшатыванию опорных зубов, формированию очагов резор�
бции костной ткани и хроническому воспалению, что значи�
тельно сокращает срок службы и протезов, и зубов, то мате�
матический анализ при современных компьютерных ресур�
сах является дополнительным диагностическим тестом при
составлении плана комлексной реабилитации стоматологи�
ческих пациентов.
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S.A. Naumovich, Y.N. Kruglik, A.Y. Kruglik, A.P.Dmitrochenko
MATHEMATICAL MODELLING OF TOOTH HEATING DURING PREPARATION

The mathematical model of tooth temperature changes during preparation has been presented in the article.
Key words: mathematical model, preparation, tooth.

Для определения температуры, возникающей во вре�
 мя препарирования зубов и сокращения эксперимен�

тов по их препарированию, с помощью цветной термографии,
нами разработана математическая модель этого процесса.

Математическая модель – это совокупность математи�
ческих отношений и правил их использования, позволяющая
по значениям исходных данных определить итоговые харак�
теристики моделируемого объекта (в данном случае – про�
цесса нагревания зуба при его препарировании). Установле�
ние максимально допустимого времени препарирования раз�
личных групп зубов возможно при проведении большого ко�
личества экспериментов в целях изучения различных сочета�
ний параметров этого процесса.

Материал и методыМатериал и методыМатериал и методыМатериал и методыМатериал и методы
В работе [1] приводится общее уравнение теплопереда�

чи, которое имеет лишь иллюстративный характер. Для полу�

чения численного решения нами преобразовано общее урав�
нение теплопередачи в частное, то есть, приняли определен�
ные единичные условия и решили его с учетом интересующей
нас переменной. Для этого мы решили следующую задачу:
определить допустимое время непрерывно препарирования
зуба, при условии, что известные значения следующих пара�
метров:

– тип зуба – х
1
;

– масса зуба – х
2
;

– тип инструмента – х
3
;

– частота вращения абразивного материала – х
4
;

– давление инструмента на препарируемую поверхность
– х

5
;
– расстояние от препарируемой поверхности до границы

полости зуба – х
6
;

– начальная температура зуба – х
7;

– допустимая температура на границе пульповой каме�
ры – х

8
.

Из всех перечисленных выше параметров последние два
имеют фиксированное значение: х

7
=37оС, х

8
=41,5оС.

Обозначим через n
1
+n

6 
число значений перечисленных

выше параметров n
1
+n

6.
 Тогда общее число экспериментов,

которые необходимо провести для выработки рекомендаций,
будет равно произведению n

1
х
 
n

2
х
 
n

3
х
 
n

4
х
 
n

5
х
 
n

6
х
. 
Для сокращения

числа экспериментов была разработана математическая
модель явления нагрева зуба при его препарировании.

Так как математическая модель должна описывать про�
цесс нагрева тела, то в качестве исходного уравнения долж�
но быть использовано общее уравнение теплопередачи [1]:

            (1)

Для получения численного решения необходимо преоб�
разовать общее уравнение теплопередачи в частное, то есть,
задавшись определенными граничными условиями, решать
это уравнение с учетом начальных условий относительно ин�
тересующей нас переменной.

Граничные условия задаются в зависимости от геометри�
ческой формы тела и закона взаимодействия между окру�
жающей средой и поверхностью нагреваемого (или охлажда�

Рис.1.Рис.1.Рис.1.Рис.1.Рис.1. Зависимость между Q (безразмерная величина) и F
o

(безразмерное время)


